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Riassunto. Proviamo alcuni risultati sull’esistenza e non-esistenza di soluzioni 
classiche non-negative del problema ai valori iniziali 


Lu=-ult°, in RNx]0, +00[ 
u(2,0) = a(r), r ERN. 


Abstract. We prove some results about the existence and non-existence of clas- 
sical non-negative solutions of the initial value problem 


Lu=-ult%, in RNx]0,+00[ 
u(r,0) = a(r), r ERN. 
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1 Introduzione 


In RN+! consideriamo l’operatore differenziale del secondo ordine 
L= div(AV)+ < x,BV> -@ (1.1) 


dove A = (a;;) e B = (b;;) sono matrici a coefficienti costanti, V = (d5,,..., dry), 
div e <, > indicano rispettivamente il gradiente, la divergenza e il prodotto interno 
in RN. Con z = (x,t) indichiamo un punto di RN+!. La matrice A è supposta 


simmetrica e semidefinita positiva. Assumiamo inoltre le seguenti ipotesi: 
(H.1) L è ipoellittico; 


(H.2) esiste un gruppo di dilatazioni (AM )\30, dove M è una matrice simmetrica 
e definita positiva in RN+!, rispetto a cui L è invariante, nel senso che 


Le XK = XA I) VA > 0. (1.2) 


In questo seminario dimostriamo alcuni risultati sull’esistenza e non-esistenza 
globale di soluzioni classiche e non negative per il problema ai valori iniziali 


Lu=-u!t%, in So =RNx]0,+00[ 
P ’ 
cati Hi =a(x), reRN. 


In (PC), il dato iniziale a = a(x) è una funzione non negativa e sufficiente- 
mente regolare; a è un parametro positivo. 

Come è ben noto, le soluzioni di problemi ai valori iniziali per equazioni 
differenziali paraboliche quasilineari possono non esistere per ogni tempo. I primi 
risultati a questo riguardo sono stati ottenuti già negli anni ‘60 da Kaplan [8], Itò 
[7] e Friedman [2] nel caso di operatori parabolici del secondo ordine con parte 
principale uniformemente ellittica: precisamente, se il dato iniziale è “abbastanza 
grande”, ogni soluzione diverge in un tempo finito, in altri termini si ha il cosiddetto 
fenomeno di blow-up. Per risultati analoghi più recenti si vedano anche [12] e [1]. 
D’altra parte Fujita [3] fu il primo a dimostrare che anche per dati iniziali “piccoli” 
possono non esistere soluzioni globali: in tale situazione la dimensione spaziale N 
e il grado di non-linearità a giocano un ruolo fondamentale. Seguendo il metodo 
esposto in [3] e in [8], proviamo che un risultato analogo vale per L; dimostriamo 
infatti, nel Teorema 1.4, che, se Q indica la dimensione omogenea di RN rispetto a 
L, nel caso in cui 0 < @Q < 2, non esistono soluzioni globali (eccetto u = 0), non 
negative e che siano O(el=l9), per |x] + 00, per qualche f < 2 (cfr. Definizione 1.2); 
al contrario, se aQ > 2, determiniamo una classe di valori iniziali per i quali esiste 
una soluzione globale di (PC). Esattamente come nel caso classico, la non-esistenza 
globale diviene inevitabile se a è abbastanza piccolo. 


Richiamiamo ora alcune conseguenze delle ipotesi (H.1) e (H.2). Anzitutto 
(cfr. [5]) la (H.1) è equivalente all’ipotesi di Hormander 
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(H'.1) rankL[(X1,...,Xn,Y)(c)= N+1, Ve E RN 
N 
deve Xi = }} ag0z;;it=1l,.NMeY=<zx,BV>-d. 
j=1 
Inoltre, se definiamo, per ogni t € R, 


E(t)=exp(-tBT), C(1)= f E(s) AET (s)ds, (1.3) 


(H.1) è equivalente a 
(H”.1) C(t)> 0, Vi>O0, oppure Ct) <0, Vi<o0. 


In [11] è dimostrato che la condizione di Hormander (H'.1) implica che esiste 
una base di R rispetto a cui le matrici A e B prendono la forma seguente: 


L= H-Ax-% 


ni 2 l we Pr = A adito È | , 
ta LALA) | sr. * Bi 0 - D 
caitat. pora bolo edo | + * da »» 0 
Bali gp i 4, i 
è « cc EB 
* * wa è * 


dove Ao è una matrice quadrata di rango massimo po, Bj è un blocco pj-1 x pj di 
rango p;j per j = 1,...,r; inoltre po > p1 > -:-> pr>lepo+p1+-:-+pr=N. 
I blocchi * sono, in generale, arbitrari, ma nell’ipotesi (H.2) sono matrici nulle. In 
questo caso le dilatazioni che commutano con L assumono la seguente forma 


AP re cia (A Ip IE 1133) 


dove /,; indica la matrice identità p; x p;. Il numero Q = po+3p1+--:+(2r+1)pr 
è detto dimensione omogenea di R rispetto a L. Nel seguito indicheremo D(A) = 
AM e con Do(A) la restrizione a RN di AM. 

Faremo inoltre uso dei seguenti risultati: 

a) l’operatore L è invariante rispetto alle traslazioni a sinistra di un gruppo 
di Lie su RN+!. Infatti, se definiamo 


(2,t)o(y,s)=(y+E(s)r,t+5s), (2,t), (y,5) E RN+, 


è facile riconoscere che (RN+!, 0) è un gruppo con elemento neutro (0,0), e 


troL= Lol 
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per ogni (€ € R+!, dove £; indica la traslazione a sinistra 


to: RIYI RNVHI, 2(2)=C02z; 
b) ([5], [10]) esiste la soluzione fondamentale di L, data esplicitamente da 
Pz) = TM 02) (1.4) 
dove l'(x,t) = T(2,t;0,0)=0 pert<0e | 


1 
List) = ep (i <C (t)2, >) i t>0, (1.5) 


dove CN = (47) © (det C(1))73; 
c) per ogni funzione g € Co(R") risulta 


lim f T(2,t;y,5)g(y)dy= g(£) Vr e RN; (1.6) 


tast 
RN 


d) vale la proprietà di riproduzione di T: per ogni 2,é E RNr<s<t, 
risulta È Pa 


ee t.® |) 


frestivare, s;€,r)dy=T(2,t;é, 7); (1.7) 


RN Ul 4, t-s) 


 S-) dy 


e) se I* indica la soluzione fondamentale di L*, operatore aggiunto formale 
di L, vale 


P'(z;6) = (6; 2). (1.8) 


Diamo ora la formulazione precisa del problema di Cauchy (PC). 


DEFINIZIONE 1.1 Sia T un numero non-negativo e Sr = RNx]0, T[. Una funzione 
non-negativa u € C(S7r) è detta soluzione regolare di (PC) in Sr, se le derivate 
X;Xju, î,j = 1,...,N, e Yu) esistono e sono funzioni continue in ST, e se (PC) 
è soddisfatta. 


Nella Definizione 1.1 non si sono poste condizioni sul comportamento della 
soluzione per |x| + 00; d’altra parte è noto che anche nel caso lineare, per ottenere 
risultati di unicità, occorre controllare la crescita della soluzione in modo tale che 
sia in qualche modo confrontabile con la soluzione fondamentale T. Sulla cono- 
scenza esplicita di I' si fondano, in ultima analisi, i principali risultati di questa 
nota. Il comportamento asintotico di I (cfr. (1.5)) rende naturale restringere la 
classe delle soluzioni alla seguente famiglia di funzioni. 
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DEFINIZIONE 1.2 Per ogni T > 0, sia 
£([0,T])) = {ue C(Sr) |3M > 0, 0<8<2t.c. |u(2,4)| < Mel!” v(2,t) e Sr} 
Inoltre diciamo che u € £([0, c0[) se uz, € £([0,7]) per ogni T > 0. 

In seguito sarà utile anche la seguente 


DEFINIZIONE 1.3 .A è l’insieme delle funzioni non-negative a € C(RN)NL®(RN), 
tali che Va € C(RN)NI®(RN). 


Il risultato principale che proveremo è il seguente 


TEOREMA 1.4 D, 
° a) Sia0< aQ<2. Sia a € A, non identicamente nulla. Allora non esîste 
soluzione globale di (PC) in £([0, c0[); 
b) Sia aQ > 2. Per ogni y > 0 esiste d = 6, > 0 tale che se a € C(RN) e 
a(x) < éT(x,7), r € RN, allora il problema (PC) ha una soluzione globale regolare 
u tale che 
u(r,t) < MI(x,t+7) in Sco, 


con M > 0 costante opportuna. 


È utile fare alcune osservazioni in merito al teorema precedente. Innanzi tutto 
l’ipotesi sulla non-negatività delle soluzioni è cruciale: in [6] è provata l’esistenza 
di soluzioni globali (di segno misto) di (PC) per l’equazione wu: = Au+|u|*u anche 
se aN <2. 

Rimane da analizzare il caso critico aQ = 2. Ricordiamo che il problema, per 
l’operatore del calore A — di, è stato risolto, da diversi autori: in questo caso non 
c’è esistenza globale (cfr. [17] e la relativa bibliografia). 

I risultati di Fujita sono stati estesi in [16] al caso di soluzioni in LP e sono 
tuttora oggetto di interesse per le numerose possibili generalizzazioni. Ci riserviamo 
di approfondire, in un lavoro futuro, questi problemi e di estendere e completare ì 
presenti risultati. 


Nel paragrafo 3, diamo una traccia della dimostrazione del Teorema 1.4. Nel 
secondo paragrafo stabiliamo alcuni risultati preliminari fra i quali il seguente 


TEOREMA 1.5 Sia a € C(RN)NL®(RN) e u € £([0, T]), T > 0; u è una soluzione 
regolare di (PC) in Sr se e soltanto seu> 0 e 


u(z) = uo(z2) + Du(z), ze ST, (1.9) 


E x e” 7 {2 
] pala = LIS 
(E p( E ) >($) *fi-D) 
dove > € 
? 
vo) = f Pest eyz {Pz (10) 
SE iy DD 
2 
t 
su()=f | TEU. (1.11) 
0 RN 


È importante rilevare che soluzioni locali di (PC) esistono sempre. Vale in- 
fatti il seguente teorema la cui dimostrazione, basata su un’applicazione standard 
del teorema del punto fisso di Banach-Cacciopoli e sull’utilizzo della formula di 
rappresentazione del Teorema 1.5, rinviamo all’appendice. 


YTEOREMA 1.6 Consideriamo il problema ai valori iniziali 


dd Re in Sp=R"x 10,7 CL (1.12) 


( 
u(2,0)=a(r), r ERN, 
dove f € Lipioc(R,R), f(0) = 0, a € C(RN)NL®(RN) e T > 0. Esiste To > 0 


(che dipende solo da f e a) tale che (1.12) ha una (e una sola) soluzione regolare 
u în C(STy [-2l[a]lco, 2/[al[co]). 


Ringraziamo il prof. Lanconelli per aver proposto il presente problema e il 
dott. Polidoro per alcune utili discussioni. 


2. Formula di rappresentazione 


In questo paragrafo tracciamo le linee essenziali della prova del Teorema 1.5. 
Premettiamo il seguente lemma. 


LEMMA 2.1 Siano 2,6 € RN+, con z # C, e i € N tale che 1 < i < po. Allora 
esiste una costante positiva c tale che 


Pnreoi< Egon (-;l0-t 1 LU - wr). 
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Dimostrazione del Teorema 1.5. [Necessità] — 
Dividiamo la prova in alcuni passi: 

(1) Indichiamo Lo 

P= div(AV)+ < x, BV > Hi, lady 


in modo che L = P— è. Allora vale 
ba din = Pon + pault® — 2< AVpa, Vu> —u(Ppn) (2.13) 


dove vn = UPn, neN, e pn è una funzione “cut-off” definita da pn(r) = p(£), se 
pe Ce°(RN,R),0<p<le tale che p(2) = 1 per |r|<1, p(xr)=0 per |x|>2. 
(2) Se 0<e<4t, da (2.13), si ottiene 


in = I +10 259-109 ven (2.14) 


dove 
1) = J T(2:4,6)Pn (V)a(v)dy, 
RN 


€ RN 


90=f {TEM 


t 
I0= | fr) < AVI VO >db, 


€ RN 


19=f frEOUO PA. 


€ RN 


(3) Si prova infine che 


x 


16°) + frei E)a(y)dy, per n + 00; 
RN 


t 
po J Pi liu) penso 


- € RN 


IO, IC) +0, per n + 00. “mn rana Me 


Si conclude facendo tendere € a zero. 
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[Sufficienza] 


Proviamo un risultato più generale rispetto a quello enunciato: siano a € 


dell’equazione integrale 


u(2) = $ D(2,t:y, 0)a(y)dy + J J D(z;0)f(u(0))d6 = uo(2) + Bu(z), (2.15) 


RN ; O RN 


allora « è una soluzione regolare di (1.12) in Sr. 
Dividiamo la prova in tre passi. 
(1) Poichè a € C(RN)N L°(R), si ha che Luo = 0 in Sr; inoltre, per la (1.6), 
abbiamo 
Jim uo(2) = a(2). 


— 


(2) Proviamo la tesi supponendo che f sia limitata. In questo caso, procedendo 
come in [14], Teor.1.4, otteniamo che Du è hélderiana in Sr. Allora, la rappresen- 
tazione integrale (2.15) implica che u è hélderiana in Sr. Dunque (si veda, per 
esempio, la prova del Teor.1.4 in [14]) 


L®u=-f(u) in Sr. 


Infine, da (1.6), otteniamo 
lim Du(z) = 0. 


t+0+ 


(3) Consideriamo ora il caso generale. Fissiamo zo € Sr e consideriamo una 
funzione w € C°° con supporto in un intorno opportuno di zo. Allora 


du) = f f TE: 


O RN 


+) fFG0A- UO = (2) + za 


0 RN 


dove, come sopra, Du è holderiana in S7. D’altra parte, Du è C® in un intorno 
di zo poichè (1— w)f(u) è identicamente nulla in un intorno di zo. Quindi du 
è localmente hélderiana e di conseguenza, per la (2.15), anche u è localmente 
hélderiana. Tale è anche f(u), in virtù della lipschitzianità di f. Per verificare che 
« è una soluzione di (1.12) in Sr, fissiamo ancora zo e w come sopra. Allora 
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L®u(z0) = LD1u(20) +LD2u(z0) = —w(20)f(u(z0)) = — f(u(20)). 
O 


CoRoLLARIO 2.2 Se u è una soluzione regolare di (PC), con a £ 0, allora u(z) > 0 
per ogni z = (x,t) cont> 0, euE C°(ST). 


Proof. Dal Teorema 1.5 segue chiaramente che u(x,t) è positiva per t > 0. Allora, 
usando il Teorema 16 in [15] e un argomento di bootstrap, si prova facilmente che 
uEC®(Sr). 

O 


3. Teorema di esistenza e non-esistenza 


In questo paragrafo accenniamo la dimostrazione del Teorema 1.4; premettiamo 
alcuni lemmi. 


LEMMA 3.1 Sia u soluzione regolare di (PC) in £([0,T]), T > 0; allora dz;u E 
£([0,T]) per 1 < i < po. 


LEMMA 3.2 Sia u soluzione regolare di (PC) in £([0,T]),T > 0, e siaa € A, non 
identicamente nulla. Allora, per ogni t € [0, T], vale 


uo(0,t) 7“ — u(0,t) ® > at. 
Mar 
Dimostrazione. Fissiamo e > 0 e t €]0, 7]. Poniamo 


V:(x,s)=T(0,t+€;2,5), (7,5) 69; 


Je(s) = VAZCDTRT s E [0,t]. 
RN 


Si prova che J € C([0,t]) e che esiste 


] 
5.3.(9) = Je ue, ta. (3.16) 
RN 


Applicando la diseguaglianza di Jensen a (3.16) e integrando nella variabile s fra 
0 e #, sì ottiene 
Je(0)7" — Je(t)7® > at. 


Si conclude applicando la (1.6). 


dele Vi (%.9) Uso) dx = [rp tolti 


| 
Ud (x) =- Lol L ) va 
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LEMMA 3.3 Per ognit> 0 ex ER vale 


<C11)E(-t)z,e >=< -C1(-t)2,e >. 


Concludiamo con la prova del Teorema 1.4: 


Dimostrazione del Teorema 1.4. 
[Caso 0 < aQ < 2] La tesi è conseguenza del lemma 3.2, una volta che si è osservato 
che uo(0,t) > > per |e|<det>d, conc=c(6, Na). 


[Caso aQ > 2] Per provare l’esistenza di una soluzione globale di (PC), utilizziamo 
un procedimento di punto fisso. Perciò, fissato y > 0, definiamo 


V(.500) = {UE C(S00) | IM > Ot.c.|u(2)| < MI(2,t+9), Vz E So}. 


Proviamo che, se il dato iniziale verifica le ipotesi con é abbastanza piccolo, allora 
la successione definita per ricorrenza mediante 


Un+1 = uo + Dun, per n = 0,1,2,... 


è tale che un E V(5,0) e converge ad una soluzione di (PC). 


4 Appendice 


*%Dimostrazione del Teorema 1.6. 
Siano M = 2[|a]|xo, L la costante di Lipschitz della funzione f in [-M, M] e 
To = 5r: Se definiamo 


Tu(e) = f F(&,tiy,0)ay)dy + I frEosuma 


RN 0 RN 


per ogni u € C(Qr,.[-M,M]) =: X, una facile verifica mostra che T è una 
contrazione che va da X in X. Allora T' ha, in X, un unico punto fisso u che è una 
soluzione dell’equazione integrale (2.15). Dunque u è anche una soluzione della 
(1.12). Osserviamo esplicitamente che le condizioni su f richieste nella prova del 
Teorema 1.5, sono soddisfatte eventualmente modificando f nel complementare di 
[M, M]. 

O 
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